Modelare bazata pe ecuatii. Suport de seminar, conf. Bancescu Mioara

MODELARE BAZATA PE ECUATII

ECUATII CU DIFERENTE DE ORDINUL 1

Forma generala a unei ecuatii cu diferente de ordinul 1 este urmatoarea:

Ye=ali1+g
unde:
. t — timpul care a trecut de la inceputul procesului dinamic pe care-1 studiem;
. Y; — valoarea varabilei de iesire (variabila studiata) la momentul t;
. Y:_1 — valoarea varabilei de iesire la momentul t-1;
. « - un parametru al ecuatiei, « € R .
. g —termenul ecuatiei ce inglobeaza acele variabile care afecteaza valoarea curenta

a lui Y, altele decat propria lui valoare intarziata (Y;_;); g poate fi o constanta sau o

variabild ce ia diferite valori in timp;

Daca g # Oecuatia este neomogena. Daca g = 0 ecuatia este omogena si va avea forma:
Y =aY_,.
Solutia ecuatiei se va compune din solutia partii omogene si o solutie particulara.
Solutia partii omogene va fi de forma: Y, = At , unde:

. T - reprezintd radacina ecuatiei cu diferente;

= A — reprezinta o constanta nenuld a cdrei valoare se poate determina din
informatiile date, cu ajutorul valorii variabilei de iesire la momentul initial,
t=0.

In aplicatiile economice, solutia particulara este solutia de echilibru ce se determina
dinrelatia: Y* =Y, =Y,

Solutia ecuatiei va fi de forma: ¥, = At + Y*

Studiu de caz. Capitalizarea unei sume de bani fara depozit suplimentar

Daca suma de bani R (capitalul), este capitalizatd lunar la o ratd a anuala a dobanzii r
pentru un numar de luni t, atunci se pune problema determinarii capitalului (platii totale) dupa

t luni.
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Caz numeric:

R, = 1000 (euro) — capitalul initial, la momentul zero;
r=0,03 (3%) — rata lunara a dobanzii.

Cerinte:

a) Care este ecuatia cu diferente de ordinul 1in R;?

b) Rezolvati ecuatia de la a) si ajungeti la relatia de calcul a variabilei capital in functie de
capitalul initial si de rata anuald a dobanzii (traiectoria de evolutie).

c) Calculati valorile Ry, Ry, R5.

d) Interpretati traiectoria de evolutie a capitalului R;.

e) Considerand D, dobanda pana in anul t ca fiind diferenta intre valoarea capitalului la
momentul t si valoarea initiala a capitalului, care este traiectoria de evolutie a dobanzii?

f) Rezolvati studiul de caz in programul Ms Excel (calculati valorile R1, Rz, Rs, Ry.... Ry
, realizati un grafic cu traiectoria de evolutie a lui Ry, interpretati).

Rezolvari:

a) Ecuatia cu diferente de ordinul 1 ce trebuie rezolvata este:
R = Ri(_y+7R;(_1 =1 +71)R_4 sau
Rt - (1 + T)Rt—l = 0 (11)

b) Se observa ca avem de rezolvat o ecuatie omogena cu diferente de ordinul 1, termenul
ecuatiei ce inglobeaza acele variabile care afecteaza valoarea curenta a capitalului R,
altele decat propria lui valoare intarziata fiind 0 (g = 0).
Solutia ecuatiei va fi de forma:

R, = ATt (1.2)
unde:

. T - reprezintd radacina ecuatiei cu diferente;

A — reprezinta o constanta nenuld a carei valoare se poate determina cu
ajutorul valorii capitalului la momentul initial.

Din (1.1), (1.2) = At — (1 +1r)Att™1 =0
> At r—-1-7)=0 >T=1+r (1.3)

intrucat 4 nenul, 7 nenul (altfel R,= 0).
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Radacina ecuatiei cu diferente a fost determinata in functie de rata a lunara a dobanzii r, prin
relatia (1.3).

Pentru determinarea constantei A, in (1.2) pentrut=0 = R, = At° = A =R,

Atunci solutia cdutatd a ecuatiei cu diferente este: R, = A1t = Ry(1 +71)* (1.4)

c) R, = 1000(1 + 0,03) * = 1 030 (euro)
R, =1000(1 + 0,03) 2 = 1 060,9 (euro)
R; = 1000(1 + 0,03) 3 = 1 092,7 (euro)

d) Din (1.3)=A=1+7r=1,03

Valoarea radacinii caracteristice este mai mare strict decat 1 = ne aflam in cazul T >1,
traiectoria capitalului va fi de tip monotona exploziva, valorile cresc odata cu trecerea
timpului si converg spre plus infinit.

e) Dobéanda pana in luna t ca este diferenta intre valoarea capitalului la momentul t si valoarea
initiala a capitalului: D, = Ry — R,

Din (1.4)= traiectoria de evolutie a dobanzii este:
D =R —Rog=Ry(1+7)' —Ry = Ro((1+1)t-1)

f) Traiectoria de evolutie a lui R; aplicata in programul Ms Excel evidentiaza cresterea
monotona exploziva a capitalului.

RO 1000

r 0,08

22 mlsu;g Ewolutia variabilei Rt - traiectorie monotona
R3 1092,727 axploziva

R4 1125,509 1800

RS 1158,374 1600

R& 1194,052 1400

R7 1229,874 1200

Ra 1266,77 T

] 1304,773 200

R10 1343,916 &0

R11 1384,734 -

R12 1425, 761 200

Rlz 148,534 .

R14 1512,59 Fl R2 RS R4 RS R& R?Y ER3 R% RO R11 R12 R15 R14 RIS
RS 1557,967
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Studiu de caz. Capitalizarea unei sume de bani cu depozit suplimentar!

Un investitor face un depozit initial R, pe t luni care se va capitaliza la o rata lunara
a dobanzii r si un depozit suplimentar de g unitati monerare (carauia nu i se aplica dobanda).
Se pune problema determinarii capitalului (platii totale) dupa t luni. Caz numeric:

. R, = 10000 (RON) — depozitul initial, la momentul zero;
. r=0,05 (5%) — rata lunard a dobanzii;
. a = 250 (RON) - depozitul suplimentar.

Cerinte:

a) Care este ecuatia cu diferente de ordinul 1 in R¢?

b) Rezolvati ecuatia de la a) si ajungeti la traiectoria de evolutie a variabilei capital
(valoarea depozitului) in functie de capitalul initial, rata anuald a dobanzii si de
depozitul suplimentar.

c) Care este valoarea depozitului si dobanda totala dupa 5 luni?

Rezolvari:

a) Ecuatia cu diferente de ordinul 1 ce trebuie rezolvata este:
Rt = Rt—l + TRt_l +a= (1 + T)Rt—l +a sau
Rt - (1 + T‘)Rt_l =a (2.1)

b) Se observa cd avem de rezolvat o ecuatie neomogena cu diferente de ordinul 1, termenul
ecuatiei ce inglobeaza acele variabile care afecteaza valoarea curenta a capitalului R,
altele decat propria lui valoare intarziata fiind diferit de 0.

Solutia ecuatiei are componenta solutiei ecuatiei omogene si componenta solutiei particulare,
fiind de forma:

R, = ATt + R* (2.2)

unde:

! Terminologia in limba engleza: withdrawal
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] T - reprezinta radacina ecuatiei cu diferente
] A — reprezintd o constanta nenula a carei valoare se poate determina cu
ajutorul valorii capitalului la momentul initial,

. R™ - reprezinta o solutie particulard, solutia de echilibru pentru care:

R* = Rt = Rt—l (2.3)

Din (2.1),(22)= R*—(1+7r)R*=a =2R*=-2 (2.4)

r

Pentru componenta solutiei ecuatiei omogene, avem:

e radacina ecuatiei caracteristice:
ATt — (1 +1)Att1 =0

At (t—1-7r)=0 >t=1+r (2.5)
e constanta A:

In(2.2) pentrut=0= R, = At + R* = A=R,—R*

Atunci solutia ecuatiei cu diferente devine:

Ry =At' +R" = (Ro+2) (1 +7)f == (2.6)

Traiectoria de evolutie a variabilei capital (valoarea depozitului) in functie de capitalul
initial, rata lunara a dobanzii si depozitul suplimentar este exprimata prin relatia (2.6).

d) Valoarea depozitului dupa 5 luni va fi:

— 250 5 _ 250 — 14144,2 (RON
Rs = (10000 +7-) (1 +0,05)° — o (RON)

Dobanda totala dupa 5 ani va fi diferenta intre valoarea capitalului dupa 5 ani si
valoarea initiala a capitalului:

Ds = Rs — Ry = 14144,2 — 10000 = 4144,2 (RON)

Studiu de caz. Modelul multiplicatorului Keynesian

Modelul multiplicatorului Keynesian este util pentru analiza traiectoriei venitului
agregat la nivelul unei economii, traiectorie rezultata dintr-o ecuatie cu diferente de ordinul 1.
Modelul are in componenta urmatoarele 2 ecuatii:

Yt:Ct+I+G (1.1)
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Ct — CO + CYt—l (12)
unde:
. Yi— venitului agregat la nivelul unei economii la momentul t;
. Yi—1 — venitului agregat la nivelul unei economii la momentul anterior, t-1;
. Ct — consumul agregat la nivelul unei economii la momentul t;
. | — investitiile (considerate constante);
. G - cheltuielile guvernamentale (considerate constante);
. C, — componenta de consum autonom;
. ¢ — parametru al modelului, O<c<1, reprezinta inclinatia marginala spre consum.

Relatia (1.1) este ecuatia de descompunere a venitului agregat pe componente:
consum agregat, investitii, cheltuieli guverenamentale.

Consumul agregat la momentul t are, conform relatiei (1.2) o componenta autonoma
si 0 componenta ce depinde prin intermediul paramatrului c de venitul agregat de la momentul
anterior Yt-1. Consumatorilor le ia timp sa 1si ajusteze modelul de consum la o modificare de
venit. Astfel, consumul de la momentul t va fi influentat de nivelul venitului din perioada
anterioara, t-1.

Caz numeric:

. Yo = 5000 (mil RON) — venitul agregat la momentul zero;

. 1=1000 (mil RON) — investitiile;

. G =800 (mil RON) - cheltuielile guvernamentale;

. Co =100 (mil RON) — componenta de consum autonom;

. ¢ =0,7 — parametru din (0,1), inclinatia marginala spre consum.
Cerinte:

a) Ajungeti la o ecuatie cu diferente de ordinul 2 Tn ¥z,

b)
de echilibru Y*. Calculati valoarea.

c) Aflati radacina ecuatiei cu diferente si interpretati. Aflati constanta A. Ajungeti la solutia
generala a ecuatiei de la a).

d) Calculati valorile 1 b Y% Y4, , ,Y

e) Interpretati traiectoria de evolutie a venitului agregat .
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f) Cheltuielile guvernamentale scad la 600 (mil RON), iar inclinatia marginala spre
consumdevine 0.6. Recalculati si interpretati evolutia lui Yz.
Y

g) Rezolvati studiul de caz Tn programul Ms Excel (calculati valorile
1, Y..Y 5, realizati un grafic cu traiectoria de evolutie a lui Y;, interpretati).

Rezolvari:
Ct = C0+Cyt_1 (12) = Yt :C0+Cyt_1+I+G
Yt = CYt—l + CO + I + G (1.3)

unde termenul g din forma generala a unei ecuatii cu diferente de ordinul 1 va fi:

Relatia (1.3) este ecuatia cu diferente de ordinul 1 in Y¢ ciutat3.

b) Pentru aflarea componentei solutie particulara, impunem conditia ca venitul agregat
sa ramana acelasi, Y* = Y, = Y;_;. Inlocuim in (1.3) si obtinem ecuatia pentru venitul

de echilibru:
Y'" =cY"+Cy+1+G
ooyt = Co+I+G (1.4)
1-c

Relatia (1.4) este relatia de calcul pentru solutia particulara a ecuatiei (1.3) (1

v = % = 6333.3 (mil RON)

Valoarea de echilibru a venitului agregat in economia considerata este 6333.3 (mil
RON).

c) Partea omogena a ecuatiei (1.3) este:
Y, — cY,_; = 0, iar solutia componentei omogene este de forma: ¥, = At!

At — At =0= At (t—0) =0

Cum A nenul, Tnenul=> 7 =c = 0,7
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Radacina ecuatiei cu diferente a fost determinata, are valoarea 0,7 care este in
intervalul (0,1). Deci ne asteptam la o traiectorie de tip monotona amortizata, valorile variabilei

de iesire vor converge spre valoarea Y™.

Solutia ecuatiei (1.3) este de forma:
Y, = Att +Y*
Pentru t=0 = Yo = Ac® +Y"= A =Y, — Y unde Y, - venitul agregat la momentul zero, Y*-

venitul agregat de echilibru.

= A =5000-6333,3 =-1333,3 (constanta A este negativa)
Atunci evolutia venitului analizat (traiectoria) se descrie prin urmatoarea ecuatie:

Y, =, —Y)ct+V* (1.5)

unde Y este dat de relatia (1.4).

Relatia (1.5) este relatia de calcul pentru traiectoria de evolutie a venitului.

=Y, = —1333,3(0,7)" + 6333,3 (1.6)

d) Din(1.6) =
Y; = —1333,3(0,7)* + 6333,3 = 5400 (mil RON)
Y, = —1333,3(0,7)% + 6333,3 = 5680 (mil RON)
Y; = —1333,3(0,7)3 + 6333,3 = 5876 (mil RON)
Y, = —1333,3(0,7)* + 6333,3 = 6013 (mil RON)

e) Se observa ca valorile variabilei de iesire cresc de la Y,=5000 si converg spre
valoarea 6333,3. Traiectoria este de tip monotona amortizata.

h) Cheltuielile guvernamentale scad la 600 (mil RON), iar inclinatia marginala spre consum
devine 0.6. Recalculati si interpretati evolutia lui Y.

Venitul de echilibru se modifica. Solutia generala a ecuatiei devine:
Y, = 750 * (0,6)" + 4250 (1.7)
Traiectoria continua sa fie de tip monotona amortizata, valorile variabilei de iesire
converg spre noua valoare de echilibru, 4250 (mil RON).

f) Aplicarea studiului de caz in programul Ms Excel

CO - consumul autonom 100
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| — investitiile 1000
G - ch. Guvernamentale 800
cC - param, inclinatia
marginala spre consum 0,7
Y* - venitul agregat de
echilibru 6333,333
Lamda - radacina ecuatiei 0,7
A - constanta nenula -1333,33

0 YO

1 Y1

2 Y2

3 Y3

4 Y4

5 Y5

6 Y6

7 Y7

8 Y8

9 Y9

10 Y10

1 Y11

12 Y12

13 Y13

14 Y14

15 Y15

Graficul cu traiectoria de evolutie a lui Y.

a Y0 5000
1 ki 5400
2 Y2 5680
3 ¥ 5876
4 4 60132
5 Y5 6105 24
B B B178 468
7 kit G223 525
g hi= G256 469
a it B275 529
10 10 5255 B7
11 Y11 5305 969
12 Y12 B314 878
13 Y13 5320 415
14 Y14 6324 29
15 Y15 B327 003

5000
5400
5680
5876
6013,2
6109,24
6176,468
6223,528
6256,469
6279,529
6295,67
6306,969
6314,878
6320,415
6324,29
6327,003

7000
6000
5000
4000
3000
2000
1000

Scenariul de modificare a cheltuielilor guvernamentale si a parametrului c:
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A B C | 8] | = | F | I | H | | J | K

30 |20 - consurmul autonom 100
31 |1 - investitiile 1000
5 - ch Guvernamentals,
ise modifica fata de CAZ 1,

32 | scad cu 25%

33
| - venitul agregat de

34 |echilibry R

3] 0 5000 5000 4

36 1 Y1 4700 G b

7 2 ¥2 4520 kN

e 3 \E 4412 R R

EEN 4 ¥4 4347 2 4400

a0 5 V5 430832 4200 s s = =

41 B Y6 4284 992

42| 7 Y7 4770995 :EEE

43 8 B 4262 597 1

44 g ' 4257 558 & o F BRY

45 10 Y10 4254 535

46 1 Y11 4262 721

47| 12 Y12 4251 533

48 13 ¥13 4260 98

49 14 Y14 4250 585

ECUATII CU DIFERENTE DE ORDINUL 2

Forma generala a unei ecuatii cu diferente de ordinul 2 este urmatoarea:

Yo+ BV +BYe =g

unde:

t — timpul care a trecut de la inceputul procesului dinamic pe care-1 studiem;

g — termenul ecuatiei ce inglobeaza acele variabile care afecteaza valoarea curenta
a lui Y, altele decat propriile valoari intarziate; termenul g poate fi o constantd sau o
variabila ce ia diferite valori in timp;

B1, B> - parametri ai ecuatiei, 1, 52 € R.

Valoarea pe care o ia variabila Y 1n perioada ¢ depinde de valorile sale la momentele

anterioare ¢-1, t-2 si de o serie de alti factori exprimati prin termenul g.

Pentru cazul g #0 ecuatia cu diferente de ordinul 2 este neomogena, iar pentru cazul

g =0 ecuatia este omogena avand forma:

Ye+BiYe1 +B2Y =0

10
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Solutia ecuatiei se compune, ca si in cazul ecuatiilor cu diferente de ordinul 1, din
solutia partii omogene (caz g =0) si o solutie particulara.

. .. — t t *
Solutia ecuatiei este de forma: Yt = 4171 + 4272 + Y7 ynde:
[ S — —_—
e solutia particulara este obtinuta prin conditia: rr=fh=%a=%
e 1T,,T, -reprezintd cele doua radacini ale ecuatiei caracteristice

e A, A, —reprezintda doua constante nenule ale careor valoare se determina din
conditiile initiale (t=0 si t=1).

Studiu de caz. Modelul multiplicator — accelerator

Modelul multiplicator — accelerator este util pentru analiza traiectoriei venitului
agregat la nivelul unei economii, traiectorie rezultata dintr-o ecuatie cu diferente de ordinul 2.
Modelul are in componenta urmatoarele 3 ecuatii:

CE‘ = Cu + Cyt (32)
Iy = Iy + v(Ci—q — Ci_p) (3.3)
unde:
. Yt — venitului agregat la nivelul unei economii la momentul t;
. C: — consumul agregat la nivelul unei economii la momentul ¢;
. Co — componenta de consum autonom;
. Ct1 — consumul agregat la nivelul unei economii la momentul t-1;
. Ct2 — consumul agregat la nivelul unei economii la momentul t-2;
. It — investitiile la momentul t;
. lo — componenta de investitii autonoma;
. G - cheltuielile guvernamentale (considerate constante);
. ¢, v — parametri ai modelului; ¢ reprezinta inclinatia marginala spre consum,
O<c<1, vER.

Relatia (3.1) este ecuatia de descompunere a venitului agregat pe componente: consum
agregat, investitii, cheltuieli guverenamentale.
Consumul agregat la momentul t are, conform relatiei (3.2) o componenta autonoma
si 0 componenta ce depinde prin intermediul paramatrului ¢ de venitul agregat Y.

11
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Relatia (3.3): investitiile la momentul t au o0 componenta autonoma si o componenta
ce depinde cu un decalaj de o perioada de modificarea consumului fata de perioada
anterioara.

Ajungerea la o ecuatie cu diferente de ordinul 2 in Ye si solutionarea acesteia se
realizeaza astfel.

C, = Cy+cY; (3.2)
Iy = Iy + v(Ce-q — Ci-2) (3.3) =
Iy =1l + v(Co + Yoy — G — ¥z ) = (3.1), (32 =

Ytz CE'+ J't+G:CD+CY]§+I[]+U(Cyt_1—cyt_2)+lg

=2 Y (1—c)—cvVi;+cvYi, =C+ G+

cv _ C0+10+G
V2= ———

cv
= Y- —Y,_{+
t 1-c t-1 1-c 1-c

(3.4)

unde termenul g din forma generala a unei ecuatii cu diferente de ordinul 2 va fi:
_ Co+lo+G
- 1-c

Relatia (3.4) este ecuatia cu diferente de ordinul 2 in ¥; cjutata.

Solutia ecuatiei (3.4) are cele doua componente: componenta solutiei particulare si
componenta solutiei partii omogene:

Yt = Y* + AlT{ + AzTé .

Solutia particulara, Y*, Tn acest studiu de caz reprezinta venitul agregat de echilibru
Tn economia analizata. Pentru aflarea aesteia, impunem conditia ca venitul agregat sa
ramana acelasi in perioadele de timp t, t-1, t-2: Y* = Y; = Yr1 = Yeo. Inlocuim in (3.4) si
obtinem ecuatia pentru vevnitul de echilibru:
cv cv Cot+Ip+G

Y_l—cy+1—cy 1—c¢

Co+Ip+G
1-c

Relatia (3.5) este relatia de calcul pentru solutia particulara a ecuatiei (3.4).

12
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Partea omogena a ecuatiei (3.4) este:
v cv v+ cv
L1 —c 1 1-¢

Yo 2= 10

iar solutia ecuatiei omogene este de forma:

Y, = Att,
unde:
. T - reprezintd radacina ecuatiei cu diferente;
. A — reprezinta o constanta nenuld a carei valoare se poate determina din
informatiile date, cu ajutorul valorilor variabilei de iesire Yo, Y1

cVv cv
= Att— ATt 4 Att72 =0
1- 1-
_ cv cv
S AT (P - — 1+ —)=0
1-c 1-c
+
¢ #/c2v2-4(1-c)c v
S Tyy =—
Cum A4 nenul, T nenul 1,2 2(1-c)
&+ +
1-c c2y2 cv v 292
_ (1_C)2_4; - |c?v? -4 cv (1—c)-
= Ty = = T2 = (3:6

2 (1-c¢)
Atunci solutia partii omogene va fi o combinatie a celor doua radacini caracterisitice

omg _ t t
YE = A]_Tl ‘I‘Az‘rz

Solutia ecuatiei (3.4) va fi de forma:

=Y pr = K=Agbsdnt vy (3.7)

Pentru t=0 1in (3.7) Y, = Al + A0 +Y =Y, =A, +A4,+ Y (3.8)
unde Yo —venitul agregat la momentul zero, Y* - venitul agregat de echilibru.
Pentrut=11n (3.7) =Y, = A;1i + At +Y' =Y, =Aj1,+ 4,1, +Y" (3.9)

Tz(l’o—l"]-(yl-}"']

Al . Tz—Ty
Din (3.8), (3.9) (3.10)
Y - ~Tallo~¥)H(G-¥1) (3 17)

2= T3—T4

13
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Atunci evolutia venitului analizat se descrie prin urmatoarea ecuatie:

Yt = T2 (Yp=¥*)=(11 ="} Tlt G =11 (Yo=Y ") +(¥, -¥") Tzr 3t

T2=T1 Tz—T1

_ CptG+ly
- 1=-c

unde Y* este dat de relatia (3.5): Y*

Relatia (3.12) descrie solutia cautata a ecuatiei (3.4).

(3.12)

14



